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Solution of Simultaneous Liner Differential Equations with Transfer Matrix Method 
(Application to Plant Systems)  
Satoshi YUZAWA 
Abstract: 
For simply expressing the behavior of process values in plant systems, the transfer matrix method 
is introduced to solve simultaneous differential equations. First, the matrix type is determined to each 
plant element. And, the elements connection is expressed as the matrix’s product. Finally, the 
simultaneous equations are easily converged to one representative liner differential equation. 
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1 1 2 2 3 2
duu a a u a u dt
dt
 = + + 
 ∫  
2
1 2 2 3 2
dvb b v b v dt
dt
 + + + 
 ∫   (3) 
2
1 1 2 2 3 2
duv c c u c u dt
dt
 = + + 
 ∫  
2
1 2 2 3 2
dvd d v d v dt
dt
 + + + 
 ∫   (4) 
ここに，t：時間．係数 ak, bk, ck, dk ( k = 1,2,3) は，す
べて定数係数． 







わち，平衡状態の値を ui0, vi0（i は節点番号であ
り，ここでは i = 1, 2 )として，そこからの変化
分 Δui, Δviを，以下の式にて定義する． 
i i 0iu u u∆ = −  (5) 
i i i 0v v v∆ = −  (6) 
② このように定義した変数Δui, Δvi は初期値を0と
する．これらの変数のラプラス変換を以下に定
義する． 
[ ]i iu U∆ =L   (7) 





1 1 2 2 1 2 2
a bU sa a U sb b V
s s
   = + + + + +   
   
 (9) 
3 3
1 1 2 2 1 2 2
c dV sc c U sd d V
s s
   = + + + + +   





 図 1 2 変数の入出力とシステム要素 
 
図 2 システム要素の接続 
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 + + + +    
=     










  (11) 
 これは図 1 (b) に示すように，複素変数の列ベクト
ル t [ U2 V2 ] → t [ U1 V1 ] への線形変換を示している．
その変換の行列 [ M2 ] は，成分が伝達関数であるの
で，伝達マトリクスと呼ぶ(2)． 
システムにおいて，要素の接続が図 2 (b) に示すよ
うに連続するときは，次式のように伝達マトリクス
を合成していけばよいことがわかる： 









=   
   



























である．図 3 (a) に示すように，入口圧力を p1，出口














 この式は，流量 q2 の非線形項を含んでいる．平衡















き，バルブの関係式 (13)は，変化時の入口圧力     
（p10＋Δp1），出口圧力（p20＋Δp2），通過体積流量   
（q20＋Δq2）にても成り立ち，次のように表される．  
( ) ( )
2
20 2
10 1 20 2
V

























ρ=  (17) 
このようにすれば，Δp1, Δp2, Δq2の関係が次のよう
図 3 プラントの抵抗要素 
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に単純化されて導出されることになる． 
1 2 2Vp p R q∆ ∆ ∆− =  (18) 
 
（２）バルブ以外の抵抗要素： 流路の絞りや摩擦も
プラントの抵抗要素となる．図 3 (b) に示すように，
その要素の入口圧力を p1，出口圧力を p2，通過体積























ςρ=  (21) 
 
（３）抵抗要素の直列接続： 抵抗要素が図 3 (c) の
ように直列接続しているものとする．個別の要素に
ついては，以下の関係で表現されるものとする． 
1 1 2'p p R q∆ ∆ ∆− =  (22) 
2 2 2'p p R q∆ ∆ ∆− =  (23) 
これらの両辺同士の和を計算すれば，直列接続の
合成要素として，次の関係式が導出される． 
1 2 2p p R q∆ ∆ ∆− =  (24) 
ここに， 
1 2R R R= +  (25) 
 すなわち，抵抗要素の直列接続は，各要素の抵抗係




























w  (27) 
 これらの成分を用いれば，抵抗要素の関係は，以下
の連立方程式として表現されることになる． 
1 2 2p p R q∆ ∆ ∆− =  …式(24)再掲 
1 2q q∆ = ∆  (28) 
ここでラプラス変換を行う．変数のラプラス変換
を以下に定義する． 
[ ]i ip P∆ =L    (29) 
[ ]i iq Q∆ =L    (30) 
ここに，i はプラント要素の接続位置に付す番号であ
り，ここでは i = 1, 2．これにより，式(24)と(28)の連
立方程式は，以下に変換される： 
1 2 2P P RQ− =  (31) 









    
=    




（１）管路区間： 図 4 (a) に示す管路区間の流体に
関しては，次の運動方程式が成り立つ(5)．（ただし，
q1 = q2 ）  
2dq f
dt










qf A p p A
d A
λ ρ  = − −  
 










A dt d A
ρ λ ρ  − = +  
 







d qp p L R q
dt












  (38) 


















d qp p L R q
dt
∆∆ ∆ ∆− = +  (40) 
ここに， 











d qp p L R q
dt
∆∆ ∆ ∆− = + …式(40)再掲 





( )1 2 2P P sL R Q− = +  (43) 
 










+    
=    
    






1 2p p∆ ∆=  (46) 
図 5 管路の分岐 
図 4 プラントの管路要素 
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( ) ( )1 22 1 2
d q q





= + −  (47) 
ここでラプラス変換を行えば，次の連立方程式に
変換される． 
1 2P P=  (48) 
















に関して，その断面積を S, 液位を h とすれば，次の
ような質量保存則が成り立つ． 
( )1 2q q dt Sh− =∫  (51) 
平衡動作状態からの変化量を使用するものとし，
液位の平衡状態を h0, そこからの変化量を Δh とすれ
ば，次のように変形される． 
 ( )1 2q q dt S h∆ ∆ ∆− =∫  (52) 












=  (54) 
式(53),(54)を式(52)に代入すれば，以下に示すよう
に，容量要素を表す積分方程式が導出される． 





1 2p p∆ = ∆  (56) 




1 2P P=  (57) 
( )1 2 2
1 Q Q CP
s









    
=    














点に位置番号 i = 1～6 を付す．各位置にて圧力変化









d qp p L
dt
∆∆ ∆− =  (60) 
1 2q q∆ ∆=  (61) 




2 3 3 3p p R q∆ ∆ ∆− =  (62) 
 
図 6 プラントの容量要素（液位タンク） 
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3 4p p∆ ∆=  (64) 
( )4 4 3 4p R q q∆ ∆ ∆= −  (65) 
・位置番号 4-5： 容量要素が配置されており，この
区間に関する連立積分方程式は以下の通りである． 
4 5p p∆ ∆=  (66) 
( )4 5 5 5q q dt C p∆ ∆ ∆− =∫  (67) 
・位置番号 5-6： バルブが配置されており，この区
間に関する連立微分方程式は以下の通りである． 
5 6 6 6p p R q∆ ∆ ∆− =  (68) 
5 6q q∆ ∆=  (69) 
















    
=    
    
 (70) 







    
=     
    
 (71) 
 










    =          
 (72)  







    
=     
     
 (73) 







    
=    
    
 (74) 
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     
            
 (75) 




2 5 6 2 5 3 6
6 4
1P Rs L C R s L C R R
Q R
   = + + +  







   + + +  
   
  (76) 
 この式を逆ラプラス変換すれば，次のように線形
定係数微分方程が表れる． 
図 7 プラントシステム（位置番号 1 の圧力変化が入力．位置番号 6 の流量変化が出力） 
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